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の「位相情報Jへの変換は， Eulerの式 eX+句=♂(cos y + i sin y) =♂( cos wt + i sin wt) 
をイメージするといいでしょう (ω =y/t， t は定数).この場合，指数関数は複素平面
上の点 z=x+ゆを一次元空間の点 zと周波数ωに変換する「写像Jです.これも或
る意味 Lorentz変換の場合と同じような情報量の変換ですね.この揺らぎが「量子揺ら














































































































































量子モンテカルロ法では短距離相互作用している d次元量子系を 対応する d+1次
元古典系にマッピングします.このためには 分配関数 Zを鈴木-τrotter分解して










Z=J込乞(αjlIIpi 1αj+1) (2) 










rAdS/CFT対応 (AdS/ CFT correspondence) Jとは， r反ド・ジ‘ッター (Andi-de
Sitter， AdS)時空Jと呼ばれる曲がった時空の重力理論と，その無限遠方 (f境界」と呼
ぶ)上の量子場(共形場理論， Conformal Field Theory， CFT)との聞の等価性を述べたも
のです 7-11 これは一般相対論と量子論を融合する試みである「超弦理論 (superstring
theory) Jにおいて， 1997年に発見された対応原理です.この対応は様々な拡張がなさ
















AdS計量 (d + 1)次元 AdS時空 AdSd+1は，Rd+2 = {(y-l， ytL， yd);μ= 0，1，…，d -1} 
内の次の条件で定義される部分空間です (yの添え字はベキではないことに注意): 
ー (y-l)2+りμνUμUν+(〆)2= _L2， (4) 
ここで LはAdSd+1の曲率半径と呼ばれる量で，長さのスケールを与えます.ここで ημν
は AdSd+1の符号が Lorentzianか Euclidean (Lobachevsky空間とも呼ぶ)に応じて
ημν= diag[干1ぅL…，1]と選びます.y-lとyOの二つの座標が時間的な符号を持ちます.





ds2 = _(dy-l? +ημvdyμdyV + (dyd? (5) 
で与えられますが，問題に応じて適切な計量テンソルを導入するために色々な形に座標変
換されます.よく用いられる座標系は次に示される Poincare座標
T 2 1 
z=U-1+udlμ=tuq(μ= 0，1， .， d -1) (6) 
で，zはAdS時空の境界近傍を調べるための動径座標と呼ばれます.このとき，
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T.oT/L z= lA 





















-2idω_ 2idiIJ z-z 1一|ω12z = 11 ~---:')' dz = 11----:::¥')， y=一一= 、 (19) (1 +ω)2'~- (1+ iIJ)2'~ 2i 
となることから














ds2 = du2 + {(cosh U)2 -1} dfJ2 = du2 + (sinh u)2d02 
という形で用います(双曲変形の項を参照). 
(23) 
AdS/CFT対応 さて AdS/CFT対応が主張することは， AdSd+1時空における重力場
の古典的作用が(赤外カットオフ Zoを持つ)，この時空の d次元的境界に「住んで」い
るCFT(紫外カットオフを持つ)の生成汎関数になるということです.即ち
叫(-0:2I(<T(x))) I =いxp( I向。(x ) 0 ( x)}) (24 ) 
¥白川 ノ|φ(z→zo)=φo ¥ ¥J ノICFT 
ここで I(ゆ(x)はAdSd+1の古典的作用， κ2=8πGlj+llGlj+1は (d+ 1)ー次元 Newton定
数，O(x)は， AdSd+1の境界での場ゆo(x)と結合する CFTのスケーリング演算子です.
この式は iG KP (Gubser-Klebanov-Polyakov)-Witten関係式jと呼ばれます 8，9 こ
こから CFTの相関関数は重力場の古典作用を用いて
8 8 (1 _， ， ..¥1 
(0(X1)・・O(xn)) 一一一一…一一¥"exp ( -n~_')I(ゆい)) ) I (25) nJICFT - 8<t(X1) 8ゆ(xn)'-''"1' ¥ 2κ2.L ¥'f'¥J./JJ) Iφ=0 
と書くことができます.従って，重力場の古典解を求めて z→ Zorv 0の極限をとった結
果， CFTの相関関数



















に計算で表わしてみましょう 89. 簡単な例として， AdSホライズン近傍幾何中を伝搬す
るmasslessスカラー場を考えます.作用は
仰) = ~J門dmμゆω (27) 
=;fdザdzzLT{州+仰μ州} (28) 
で与えられます.但し， x = (z， xl1-)= (z， i)，μ= 0，1，…，d -1です.計量テンソルグν
の添え字は gμνgl/入=61と取り，9はgμ入の行列式です.
初めに 1(ゆ)を変分して (01= 0) Lagrange方程式を作ると
(Zd叫が+刊のゆ=0 聞
が得られます.これに対応して 1(ゆ)を以下のように変形します:
1(ゆ)= ~ f ddif∞dzよい-1θzいもω)
~ J J Zo Z"'-~ l ¥ Z"'-~ . J 
一サゆベ巾巾(←←←什z〆Zd-1凡ι判一→句匂&Z壬元かL缶却T沙&い+刊η
一ぺ~fμ灼dE パl∞ ωIZ {μゆ47 ω i (例幻刈) 
~ J Jzo ¥ Z"'-~ ノ
一 ~ r ddi Iゅ岩ω|∞ (お)
.， L .IZo 
最後の式の非積分関数はフラックス因子と呼ばれます.
さて， Lagrange方程式を境界近傍 z→ Zoにおいて解きたいのですが，それはスカラー
場ゅの境界値ゆ。を導入して
r _>. z~ 
ゆ(zo，i)= c I di'iJ ，120 ヨ iMゆo(i') (33) 
と表わせばよいことが分かります.ここで cは適当な定数です.Zo→0で分数の部分が
デルタ関数となり，またゆ(zo)rv zg仇より θZ04-dθ勾ゆ(zo)rv 0が得られます.このとき
d-1 r J::!Iゆo(i')δzoゆ(zo)~cdzo j dz +・・ (34) J -li -i'12d 
となるので，最終的に1(ゆ0)は

















めましょう.そのために Chern-Simons作用から出発します (μ，1/，入 =t，x，νor 0，1，2) : 
8=まJd3x f.1.tV入山入? (36) 
ここで qはChern数と呼ばれるトポロジカル量で， Broch関数に対する Berry曲率を積
分した量です.Ji = -88/8向=(q/2π)Ejejより，Hallコンダクタンス σxy= q/2πが
Chern数を与えます.ε012= -1.我々の考える系は二次元の下半分，境界がy=oで定
義されているものとします.Chern-Simons作用はコンパクトで境界がない場合に限って
ゲージ不変なので，今の場合には境界に (1+ 1)ー 次元的作用を付加するか或いはゲージ固
定条件にその効果を取り込んで，系全体としてのゲージ不変性を回復する必要がありま
す.実際にゲージ変換 αμ → αμ+θμ9を行うと S→ 8+ (q/4π) Jy=o dxdt ()(θ。α1一θ1α0)
となっています.そこで 8(x，y = 0， t) = 0に対して境界で α0=0という条件を課すこと
が最も簡単な方法です.このときJdx3εμνλαμθνα入=J dx3 (一向δ。αjどj+2α08iαjf.ij)とな
るのでい12 ー 1)，α。は Lagrangeの未定係数のように働いており，スカラー場ゆに
対して向=伐ゆとなります.式 (36) に代入すると 8=まJdxdtθ。ゅθ1ゆが得られま
す.この場合には境界モードの速度が Oになってしまうのですが， α0=0というのは唯
一の選び方ではなくて，一般には 88= 8αtαjeJからゲージ不変性を破る項が出てくるの
で，88 = 0→ αo+vα1 = 0という選び方も許されます.りがちょうど境界モードの速度
に対応します.このことに対応して新しい座標系 x=x一同 t=丸。=ν を導入すると，
ゲージ場はゐ =αt+ vax，ゐ=αx，匂=匂で与えられ，この変換で Sは不変になりま
す.α0=0の場合の方法を踏襲して境界作用を求めると
S=UdM州 =Ud地 (δ'0+ゆ'1)ゆθ1 (37) 



































内 / 2GM¥ 町内 1_ 2GM¥-1 司内内
ds2 = ( 1-~:，.~.I. ) c2dt2 - ( 1 -~::;.I.) dr2 -r2 (dfj2 + sin2 Od<t2) ， (38) 
¥ 1し I ¥ 1し j
ここで Schwartzschild半径は
2GM 



































































ψ(川)= L Ul(X)~Vz (y) ， 
即ち
|ψ)= 乞乞め(x)~Vz (y)Ix) Iy) = L何 IUl)IVz) 
ここでカラムユニタリ一行列 Ul(x)とVz(y)はそれぞれ
IUl) = 乞日(x)Ix) 








特異値v%が部分系 A と環境 Bの量子的もつれの大きさを与えます.
この特異値の二乗は部分系及び環境を縮約した密度行列の固有値であることはすぐに確
かめることが出来ます.即ち，密度行列を
PA(Xうど) 乞ψ(x，y)が(x'，y) =乞Uz(x)入l切(x')， (51 ) 
y 





行列に対しては p~ 手 PA となります.これらの密度行列を用いて，システム A にいる観
測者にとってのエントロピ-SAを




































s '" Ld-1 (56) 
となります 20-29 この振る舞いは先ほど述べたように，我々の空間 3次元において，通
常エントロピーは示量変数であるために部分系の体積に比例するところが，次元が一つ
減った「面積Jの次元，即ち部分系聞の境界の面積がやり取りする情報量を決めるという
ことから， r面積則 (AreaLaw) Jと呼ばれています.また臨界状態であっても空間二
次元以上の系では，エントロビーの主要項はやはり面積則に従うということが示されてい
ます.一方，一次元臨界系やフェルミ面を持つ任意の次元の系では対数補正がついて




















山~ Neff8A 1"利 (58) 
と書きましょう.α は赤外カットオフです.Neffは境界を行き来する準粒子の数ですが，
共形異常の一般形と思って差し支えありません.θAは非臨界の面積則の部分です.今考
えている領域の体積を Aと書きます.o→∞での f(O)の漸近形は，SA(X)が X>とで
飽和する形です.ここで f(O)の関数形として f(O)= constを仮定すると
SA(X) '" NeffθA(xー α)'" A (59) 
となり，エントロビーが体積に比例する通常の熱力学エントロビーと同じ関係式が出てき
ます.また指数関数的減衰 f(O)= e-dを仮定すると
SA(X) '" NeffθA (e一α-e-z)~θA (60) 
となり，面積則が得られます.f(o) = o-nで n>lの場合にも基本的には面積則が成り
立ちます.減衰が非常に遅く f(o) '" o-1の場合だけは特異で，





















ブラックホールを表わすために Schwartzshild計量から出発しましょう (c= Ii= 1と
します.h = 2π) : 
ds2 =ー(1-竿)cdt' + (1一平)-1 dr2 +制 -1， (62) 
ここで()= t/4GM，η=、18GM(γ-2GM)と座標変換し，以下のように表わします:








平坦になって，Yi座標に関しては M →∞なので YiεトL/2，L/2]と赤外カットオフ
を入れると，ホライズンの面積は単純に L2 となります.Yiには周期境界条件を諜しま
す.η 座標が特殊に見えますが，座標変換 X1=ごsinh(()/2)，X2 =ごcosh(()/2)で通常の
Minkowski計量で表わせます.
Rindler時空冗を伝搬するスカラー場の作用を導入します:
S= 一~r d()drJdyv-g { (¥7ct)2 +仰 2}， (白)
~ J1之
ここで y= (Y1， Y2).スカラー場は Klein-Gordon方程式
" " I 1θ2δ2 1θθ2δ2 ，¥ 
(¥7辺ーが)ゆ=卜一一+ー+一一+一+:_ _? - m ~ ) ct= 0 ( 66)\η2δ()2θη2ηδηθYrδν~ "~) 'f' -
を満たしますが， η座標だけ特殊なので
ゆ=A(η) exp(-iω() + ik.の (67)
という解を仮定します.k = (知町/L， 2'Trn2/ L). このとき A(η)が満たす方程式は
(d(d)9 -η一+乙-c'TJ} A(η) = 0 何dηdηη 
-404一
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で与えられます但しと=作12+m2と定義しました ここで x=同 η)，E =ω2/2 
と座標変換すると，A(x)が満たす方程式はー粒子の Schrるdinger方程式に帰着できて，
(-~手 + ~e2X ) A(x) = EA(x) (69) 





d 11__ { 1 +、/1-(eX /ω)2 ¥ () i1 I _T /， .¥? 1 
|ogll-2ゾ1一(ex/ω)21 =-2、/1一(ex/ω)2 (71) 
























1 ( L ¥2 r∞ 
=一(n~ _) I CUJJw21og(1 -e-sW) s ¥27rf.) J。
となります.また massiveの場合には
(77) 
1 ( L ¥2 r∞ 1， ， (L¥2r∞ rv : ( n~_) I ル 21og(1-eール)一一(f.m)2( n~_) I 伽 log(l-eール)・・・(78)¥2πε) JEm --- --0¥ - I 2β¥2πεノ m
となります.双方 (L/ε)2の依存性があります.ε によるカットオフは zの積分からきま
す.式 (78)中の二つの積分はいずれも負の値です.従って非常に荒っぽい議論ですが，
m が大きくなるにつれて (L/ε)2の係数が小さくなる傾向があります.実際は Fをグで
微分して Rindler温度 sR=討を代入したものが最終的なエントロビーとなります(純
粋状態のエンタングルメント・エントロビーを計算すると，それは温度 sRの混合状態、
に見えるということを意味します.ちなみに M →∞の極限では TH= 0です).励起
ギャップが開くと相関が指数関数的に減衰して 部分系を一定以上大きくしても Sは飽
























図 1:ランダムに生成した 500個の λに対する Tsallisエントロピー.シンボルの違い
は異なるんの組に対する計算結果.基本的には分布に寄らないことが分かります.Snは





山 η-1 (79) 
ここで九は部分系の密度行列 ρの固有値です.このエントロピーは非加法的で，
Sn(A + B) = Sn(A) + Sn(B) + (1 -n)Sn(A)Sn(B) (80) 



















lirp.， Sn = -lirp.， ) ~ nÀ~-l = -lirp.， :_ trpn = -lirp.， :_ log trpn (84) 










Aと環境 Bを区別する添え字をゆA(t，X)， xε[u， V]，ゆB(t，X)， x f{.[u，り!と書きます.時
刻 t=Oで系が基底状態 10)にあり，この密度行列は 10)(01で与えられます.このとき，
環境 Bを縮約した部分系 Aの密度行列 ρAは
(<Þ~I PA Iぬ=JD州 A州側州 側
と表わされます.エンタングルメント・エントロビーは SA= -J D似(仰いAlogρAIゆA)
で与えられます.積分に現れる伝搬関数は(時間を Euclid化します)
(仇10)= J Dゆバ計 (87) 
となり，経路積分は全てのゆ(r> O，X)で積分しますが，r=Oのときに zε [u，v]で
ゆ(0，x) =ゆ与(0，x)， x f{.[仏v]でゆ(0，x) =ゆB(O，X)となるように取ります.これを用いる
と密度行列は以下のように表わされます:
W州A内州i附ゲぬ沿 '" J D<te-S匂8仰帆仙ゆ[<TAおヤ= 十吋Q一刈ω8仰帆附い[<TA釘ヤト=寸十一仙eJど附士





必)(T=-hz)=d-吋(r= +f，X) (k = 2，3，…，n) (89) 















乙(n)[ゆ1，のう…ぅ仇](Z)=乙(n)[仇うゆ1ぅ…，仇-l](Z)=乙(n)[ゆぁ…うゆm ゆl](Z)， (93) 
即ち，分配関数は上記の対称性を持つ必要があります.これらは分岐点ツイスト場と呼ば
れる演算子Tn， え (Tnゆ'j=内-1うえゆ'j=内+11ゆ0=仇，仇+1=ゆ1) と関係していて，
Znぽ (Tn(u)Tn(υ)乙(n)，C (94) 







がTn，'Inの固有状態であることが分かります (k= 0，1， ...川一 1).実際に
Tn4>k =玄e吋 jゆj-l= Le叫
が得られます(匁の行列表示を対角化してもよい).同様にしてえについてはえム=
e-27吟ムが成り立ちます.この結果，異なる kのモードは分離するので，分配関数も異







ds2 = dωdiJ = (Vdt)2 + dx2が不変となることを要請する場の理論が共形場理論です.
エントロピーと場の曲率が関係あるので，空間の計量を反映する量から調べましょう.
一般相対論的にはストレス・テンソル TIlV = 1/y'-9(8S/8gμν)Igμν=ημν がその定義通り計
量に依存するのですが，共形場理論の場合にはより重要な働きをします.ストレス・テン
ソルは準プライマリー場なので，共形変換 z→ω(z)に対する正則部分の変換式は




は複素函数論でも出てくる Schwartz微分と呼ばれるもので (ω1=dω/dz) ，一葉の平坦

















川 =j(1一志)(z _…)2 (102) 
となり，n=lの場合には確かにこの項の寄与はありません.更に部分分数に分解すると
σ(z) )冗n=試1-占){山2一土土+dF+土土)(103) 















以上より，領域 Aの長さを lu-vl= Lとすると，tr(ρA)η は




















?? ??? (109) 



























が知られています 47-49 ここでArea(γA)は領域 Aを囲む極小曲菌加の面積， G72は
ニュートン定数です.従って，Area(iA)を計算することが必要です.d = 1の場合， AdS 
計量における測地距離を計算することがそれに相当します.
AdS空間の計量は ds2= 9μνdxJ.ldxV に対してが=丸 x2= Z及び 911= 922 = l2 / Z2 ， 
912 = 921 = 0で与えられます.zはAdS時空の動径座標，lは AdS時空の曲率半径で
す.測地線の微分方程式は
~x入、 dxJ.l.dxv 





d2x 2 dx dz 
友2"-; dt dt -v， 
d2 Z 1 f dz dz dx dx ¥ 









ここで二点間 X=(x，z)=(-Rぅα)，y = (y， z)= (R，α)の測地距離 Dxyを計算しま
す.パラメータの定義は R= L/2 ， ε ~O 三 π- E， (L/2) sinε=α の通りです.即ちの









日 log((L+会 (2 (120) 










が得られます.α が格子長(カットオフ)を与えるので， αが小さいとき，， (L+ゾL2)2¥ C 
S rv .; c 102: I ' ， _ ，_ / I =.:. 102: 
o ¥ (2α)2 J 3 --0α (123) 
となり，式 (109)が係数まで含めて導出できました.極小曲面の計算は高次元にも拡張
でき，その次元依存性が議論されています.結果の詳細は部分系の取り方に依存するので



















に一次元 Hubbard模型(キャリア濃度は half-filling，8 = 0) 
H=-tL:(c!，σCi+l，O" (124) 
の基底状態波動関数に対するエンタングルメント・エントロピー Sの計算例を示します.
境界は開放端条件で計算しています.開放端の場合にはエントロビーはsr-.; (c/6) log Lと
スケールします.クーロン斥力 Uの大きさを U= 4t， 10t， 40tと変化させ，システムサイ
ズL (ここではスーパーブロックのサイズを Lとしました)の対数に対して Sをプロッ
トしています.この場合，系は Mott絶縁体で，実効的に Heisenberg模型 (Jr-.; 4t2/U) 
になりますので c= 1 CFTで記述されます.システムの偶奇性が比較的強いので明確な






















mnc 0にe- (127) 
となり，d = 2の段階で必要な状態が指数関数的な増加になってしまいます.臨界系では
Ld-11ogL _ rLd-1 
























9j，j+1 = cosh(j入)= ~ (ei入+刊) (129) 
をホッピングや相互作用に導入するのです.例えばs= 1/2 Heisenberg鎖であれば















↓?? ? (131) 
となって(入>0) ，中心は普通の Heisenberg模型なのですが，中心から離れるにつれて
相互作用が非常に大きくなるので，これは境界に向かつてエネルギースケールを粗くしよ








ds2 = du2 + {(cosh U)2 -1} d(P = du2 + (sinh u)2d82 (132) 
という表示を用います.これより 9方向の推進には sinhu rv cosh u( u→∞)という因子
がつくことが分かります.これで例えば uを空間座標， 8をユークリッド化された時間
















す.以下では相互作用のないボソン系を考えます.ハミルトニアンは H= -Lij tija!α3 




+， l¥T • ~ • 1 I 1 "1["""10. + ¥ 
|宙。)=一一(bO)川 10)=一一|一 )~α~ I 10) (134) ..JNf \~U 初日ケ JJ 
と表わされます.
ここで部分系を構成するために，長さ Lのシステムを二つの部分 (r= A，s)に分解




T -N/2 ， 、 M
1'10) =話(ゾZZd+品目10) (136) 
一話会NGl(何仏y(石仏)N-l 10) A③ 10) B (137) 
となるので，







Iwo) = E AI1)A⑧IN -l)B (140) 
これでエンタングルメント・エントロピ}を計算する準備ができましたね.
以降では LA= LB = L/2の場合を考察しましょう.このときんは x= N/2 -1 (但
し-N/2壬x:S; N/2)を用いて
入l= NCl噌二=ベi)=R4-叶 (141) 
















S = iC門 ogL+B品此L
d←叫一






















I dAx (ι-仇)α IdAx. Vk匂 =I dn. rotx (マμk) (146) 
Jθn Jθn Jn 、ノ
















K(i) =仰(ゃん) (148) 
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松枝宏明
と導入します.K(i)はj=lから j= i-1までの全てのスピンを z軸の周りに π回転
するので，サイト tにキンクを一つ生成する働きがあります.スピン演算子を
























??? ?? ?? (150) 
と実効的に V-t模型で表わすことが出来きます (Jょ=2t， Jz= V). ~i Si = ~i fl fi -











ムE= Jz-2JムIcosql (151) 
と書けることが簡単な計算から分かります.従って明らかにスピン励起にギャップが存在
します.Jzの値が小さくなるに従ってギャップの値は次第に小さくなり，ちょうど等方的
なHeisenberg模型 Jz= Jょ=Jの場合には desCloiseaux-Pearsonモード




{L_ffJム Jz、2 I J l.l!:l 11 ¥2 Jz _ _ _ nll 1 H = I dx ~ ( ~~ + A~:_? ) (θ O+?+一 (δ 0_)一一一cos20+ } (153) JWoAJ l¥ 8π4π2 ) ¥VXV+J I 8π XV-J 2(πα)2 ，，~'" .fJV+ J


































































グ・ネット模型 (toriccodeとも呼ばれます)があります 37，83，84. この模型では峰の巣
-422-
エンタングルメントで見る時空の幾何学構造とテンソル積波動関数
格子の各リンク上にエンタングルした二つの q-bit(スピン 1/2)が乗っており (1ゆ)= 
( 1 00)+ 11) /必)，ハミルトニアンは
HZ2 = I:IIσf-I:IIィ-玄σiσL (156) 


















Kitaev模型 二次元蜂の巣格子上に定義されたスピン 1/2の Kitaev模型
H= -l_二Jxafσj-l_二ゐ制一ヱ Jzafσ; (157) 




W...-σzσνσzσzσyσz "p - vlv2v3v4v5v6 (158) 
と可換 [H，陀]=0です.従って波動関数は H と叫の同時固有状態となります.
蜂の巣格子の各サイトにおいて， 4次元 Fock空間に作用する Majoranaフェルミオン
bα，c (例えばc?=1?{CゎCj}= 0)を用いて以下の演算子を定義します (α =x，y，z):








をつけておきます.物理的な空間|宙)は射影演算子 D= bXbYbzcに対して DI宙)=1宙)
となるように選ばれます.何故かというと aXaYaZ = ibxbYbzc = iDとaXaYσZ=iが成
り立つので，物理的空間において Dは恒等演算子になるためです.
Majorana表示の相互作用項は
b?b?=Ob?叫(ibjCj)= bfbjCiCj = -iUijCiCj (160) 
と表.わされます.ここでリンク演算子町 =twwは互いに交換します.また吟=
(ibibj)(ibibj) = (bi)2(bj)2 = 1が成り立つので Uij=土1となります.従って Kitaev
模型は静的な Z2ゲージ場 uと結合した Majoranaフェルミオン cの自由模型に変換で
きます.ゲージ場に関しては string-net模型と等価であることは明らかです.従ってここ







ル秩序相で境界 Lが Hausdorff次元 D を持つフラクタル曲線である場合，






3.8 Particle partitioning entanglement entropy 
通常，エンタングルメント・エントロビーは， r空間的に分割された」二つの系の間の
情報のやり取りを記述します.即ち格子の集まりや連結した空間の領域を取り扱います.






を行いましょう.初めに 3サイト(或いは 3軌道)に 2個のスピンレス・フェルミオン
がいる系を考えます.サイトは α，s，γとラベルされています.例えば波動関数を
|ψ) = (α44+α2cbc~) Ivacuum) =α1 1110) +α21011) (162) 
と書きましょう.初めに通常の空間分解のエンタングルメントを考えると，例えばサイト
αだけが部分系 Aにあるとすると，Aの取り得る状態は 10)， 1)であるので密度行列は
A= Cα1120) (163) o 1句 12
となります.またサイト仏グが部分系 Aにあるとすると，部分系にある粒子の状態は
100) ，101) ， 110) ，111)の 4通りが考えられて，密度行列は
=0000¥ 








1α12/2 0 -α1α;¥ 
PA = I 0 1/2 0 I 
¥ーα;α2 0 1α212/2 } 
と表わされるので，通常の密度行列とは異なる固有値分布を持っています.部分系(今の
























8182・・8n ， ~SI ~82 ，.83 ，.8n-l 


























c山 8n→cゐC26c;3ECL0・. (170) 
という形が適切であろうと予想できます.この場合には添え字の数が増えてテンソルにな
りましたね.従って一般にはテンソル積状態 (TensorProduct State， TPS)或いは






























= cjd↑|↑ )+C↑d!1↑↓) + C!dj I↓↑) + c!d! I↓↓) (175) 
と書くと，これが一重項状態となる条件








|ψ) =去五iMS2|S182)=去五(αS1V1)(;:)|S1S2 (177) 
ここで A81はサイト 1上に定義された行ベクトル(スピン状態 81に依存する)， BS2は
サイト 2上に定義された列ベクトル(スピン状態 82に依存する)で，
10¥ _1 11¥ 
A↑=(1 O)，A↓=(0 -l) ， B↑ =(~)， B↓= ( ~ ) (178) 
¥ 1 Jう¥0 J 
と取ることができます(但しこの取り方は一意的で、はありません).ベクトルの成分が仮
想的な内部自由度を表わしています.今の場合はベクトルですが周期境界条件の場合に
は行列になります.ここで自由なパラーメタは 8個あるのに対し (2成分ベクトルが 2種
類とスピンの添え字が 2状態あり，合計で 23= 8となります)，拘束条件は
α↑c↑+b↑d↑= 0 (179) 
α!C↓+ b!d↓= 0 (180) 
1 




















4.3 Projected Entangled-Pair State (PEPS) 




方は ProjectedEntangled-Pair State (PEPS)と呼ばれます 94-'ω. PEPSを数学的




エンタングルメント・エントロビーは S= logχ となります.次にサイト上の二つの仮想
的自由度を物理空間に射影する演算子 (isometoryと呼ぶ)
PM=E E A~βIs) (αsI (186) 
8=1α，β=1 
を導入します.これらを用いて MPS波動関数は
|ψ) = P1@ 九⑧・・・③ PNIゆ)⑧N (187) 
と表わされます(この最終的な波動関数に対するエントロピーの計算を行うためには，射
影演算子まで考慮する必要があるので，厳密にはエントロピーに補正項がつきます).χ 


















??? ??? ?? ??
?
?????? ??? ?










? ?? (190) 
が得られます.周期境界条件の場合には，部分系を切り出してくるのに二箇所の分割が必






















ます.添え字 αγ の次元ががにロックされているので，繰り込みを続けても lのサイズ
はがで抑えられます.従って，対象となる系に適切な χが有限である場合には，エンタ
ングルメント・エントロピーが有限となり，面積則を満たします.d次元系の場合に一般
































(ψIHIψ) = L (，61 (A'Y [Jd)H(AαBβ)1αβ) (194) 
α，β，γ，d 
= LLAJ (乞(γ61[JJHsf lo:s) ) Af， (195) 
α，iγ，j ¥β，d I 
ここで λγ はAγ の複素共役を表します.ベクトル Afはその成分(非物理的自由度)の
添え字 tと物理的自由度の添え字 αの両方を持っています.これらを一つのベクトルの
成分として並び替え，











γ=↑，↓と内部自由度 j= 1，2，…，χをひとまとめにした変数で，有効ハミルトニアン H
の行成分を表します.同様に変分波動関数の規格化条件は















N = (IB↑12+IB↓12)E (202) 
-(ZN(↑81 [38HBs 1↑β) 2:13，8 (↑引仰が|↓ β~ ) (203) ¥2:β，8 (↓ 81 [38HBβ|↑β) 乞β，8(↓81 [38HBβ|↓β)) 
( ~(IB↑ 1 2 ー IBl I2) ~[31B↑ V 
l l(204) 一\拘↑B↓ ~(IBlI2 -IB↑12) ) 
となるので(但し E は 2x2の単位行列)，今の場合には一般化固有値問題が通常の固
有値問題に帰着され，























(ψIHIψ) = ZtT(A;144)tT(4142AT) 
(207) 
x (仏・・ s~l~ン?σ2 ・・ 4dA142 σ~ IS1S2 . . . sLX208) 
乞 tT(A;idAげtr(A~l A~2 . . . A~L) 
{8j}，{8j}，i 
x (s~1σ~ I S1) ・・・ (s~1σllsi) (S~+llσふ I Si+1) ・・・ (s~1σ~ISL) .(209) 
この式を簡単化するために 以下の演算規則を使います:
(A⑧B)(l'l)(r'r) = Al'r，Blr (210) 
叫 4B)tr(CD) = 乞(AB)mm乞(CD)aα (211) 
m α 
-乞AmnBnm~二 CabDba (212) 
m，n α，b 




= LL(A0C)阿川(B0 D)(吋)川 (山)
m，α n，b 
tr {(A③ C) (B 0 D)}. (215) 
その結果，
(ψJHJψ) εベ(A~~ * 0 A~l) (A;川 A~2). . . ( A ~~ *0 ~L ) } 
x (s~1 σ~ I S 1) ・・・ (s~1 σ; ISi) (s~+ll (J;+1 ISi+1) ・ (s~1 σ~ ISL) (216) 
となりますが，
Ef=乞A;け oAfi (s~1 σf ISi) (217) 
8'.8 i ，0'1 
と定義される m2x m2行列 Efを導入すると，
(ゆIHJψ) L tr (E~ Eg . . . ErEr+1 . . E2) (218) 
書くことができます.ここで Efを成分表示すると，
(印E町m叫fη九¥ル(l仰'l)(r'川F仔叫Iり
Z (μAイ4t判;?アη;μつ1*ウ*)l'丸1入λレ作r'(Aヤν〆バ，パ(何々m川仇:?わ九凡zつ市i)lrル什刈TパJ刈(い似州S〈 仰~I川M|同阿σイ引仰f引川川川18同凶S向叫i) (σ仰220捌却制) 
となるので，添え字の付け方に注意しましょう.同様に





乙tr(Ef Ef+1 E?+2 ・ .E2E~E~ ・・ E?-l)











入，tr(E~E;湖町=ヱtr (E~ … ElEl+1 ..• E2) (224) 
= tr (ErE~将司)+ tr(E~E~将司)
+tr (E~EgE:El) + tr(E~EgE~El) (225) 
から出発して，先ずA?を一般化固有値問題により最適化します.そのために上の式の
左辺からE?を下記のようにして引き出します:
tr (E~Eg将司) = 乞 (E~)(1'1)(内)(Eg将司)(内)(1'1) (226) 
一 号E忍以，りバ)(芸1A#:?~M;~川③M叫A4:凶附川σイ州?引|サ )叩
一 妄乞芸(似A~い1)λルレl'作r'(ヤν(〆パ(凶S4引州;日μM|同σイ州州i引作h川18同凶S向叫州1)パ(E弓;E碍;問可幼)ルヤ川，句吋吋明叩叩T削州材帆川)(州附削(1σ仰l'1
























































































(H，叫が)(lr) 一 (8~1σ~ 181) (母将司+EgE~E~)(内)(川)




tr (Et将司E~) + tr (E?母将司)+tT(E?E2E;Ei)+tT(EfE;E;Ej)
= z 写芸(何A4t川;?アη;いつ*ウ)λルレy作l'r'(〆(パ陥ι恥刷叫Eω抑机)月活はが肌?5伝か仇仇;に幻仇川;コ九九:らM)川(l (236) 
が得られます.ここで行列の成分 (Afl)lrをベクトル的にー列に並べ変えます.添え字は
81， l， rなので，ベクトルの次元は dがです.異なる 81のブロックに区分けすると行列と
の積の整合性がとりやすくなります.このベクトルを 5と書く.このとき































% = 2，46，8，12 
1∞ 
# of iterations 
2∞ 
図9:一般化固有値問題を用いた変分最適化の収束の様子:(a) Ising鎖， (b) Heisenberg鎖
図9は，周期境界条件を課した一次元 Ising及びHeisenberg模型 (8= 1/2)の基底エ

















臨界系と Haldaneギャップ系の違いについて 8 = 1/2と8=1の Heisenberg模型に
対して基底エネルギーのシステムサイズ依存性を調べると，明らかに Haldane予想に対











0.1 o 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02 0 
1/L 
図10:Haldane gapの有無と収束'性の違い:(a) S = 1/2 Heisenberg， (b) S = 1 Heisenberg. 
数値データは χ=8，周期系 3周分のイタレーションを行った時点のものでスケーリング
しました.(a)の実線は無限系の値へのガイドです.
には L~ 10で或る程度の収束が得られました.これは後者が Haldaneギャップρを持っ
ており，スピン相関が短距離であることを示唆しているように思います.S = 1の模型に
関しては VBS模型を用いれば(本計算では (Si. Si+l)2の項を導入していません)L = 2 
で完全な収束が得られるものと思われます.ちなみに図 10(a)で有限サイズ・スケーリン
グの値は Eo/L~ー1.77 ですが(エネルギーは J/4 を単位として測っている) ，これは















5 MPSの高次元化:テンソル積状態 (TensorProduct 
State， TPS) 
MPSの高次元への自然な拡張としてテンソル積状態 (TensorProduct State， TPS) 
を導入しましょう 95-99jOLIO9. この場合には， PEPSの考え方に従うと，各ボンド上に
はmaximallyentangled pairが導入されており，エンタングルメント・エントロピーは











一般的な空間 d次元の場合には，各サイト j上から伸びるボンド数 Zjと等しい階数を
もっテンソル A21m2…m"j を定義し(各変数mt，m2，…は，それぞれχ自由度を持つとす
る)，それらの積を作れば良い変分波動関数になっていることが期待されます.即ち，
|ψ)=乞C({々 })18182"ω， (240) 
ここで Cはテンソル (AY)m1m2m勺の縮約を取ることを意味します.これを「テンソル




















ト・ボンドが配置されている.即ち，点、線で固まれた領域 (L= 4， L2 = 16)に対して，部
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また境界条件は，周期的な場合に Hb側協ry= 8N ・81+ (8N ・81)2/3，開放端の場合に
H伽帆ry=~(1+ ゐ品) + ~ (1+ゐ+1ふ) (244) 
となり，両端のサイト 0，N+1でスピン 1/2の演算子 gと結合します.
VBS状態を作るためには，先ず8=1のスピンを二つの 8= 1/2のスピンで表わしま
す.これらがMPSにおける非物理的自由度に対応します.そして隣接サイトの 8= 1/2 
スピンでシングレットを作っておいて，各サイトを 8=1に射影します (8= 1/2の 4
状態から 3状態への射影). (8j・4+1)2/3という項の存在が，基底状態において 8=2
とならない条件となっています.サイト kとサイト k+lの間で作るシングレットを
|ψ)恥+1= (1↑↓)一|↓↑))/v'2，サイト k上の射影演算子を凡長と表わすと，
IVBS) =③~=1Pkk Iψ)O1 Iψ)r2・・|ψ)NN+l (245) 
となります.射影演算子 Pkkの添え字 k，長は，それぞれサイト k上に定義された左右の
擬スピン 8= 1/2を表わします.VBS状態の構成法はちょうどPEPSと同じものです.




P P p P P P 
図 15:VBS状態
ここで α，a'= 0，1がスピンの↑， ↓を表わしており， d01 = -dlO = 1/V2， do = d11 = 0 
と取ります.また物理空間への射影演算子 Pr'は
P=LP~α， li) (ば (247)
Z，α，α' 













九piuβ={VQi} {(Qi)一1piQi} {( Qi)-lU} =ド戸[Ji (252) 
とすれば特異値分解となるので， Schmidt分解の式 (48)より，射影演算子の固有値がエ
ンタングルメントの強さを決めていることになります.
エントロビーと相関関数の対応関係 ここで χ=2 (Aiは 2x 2行列)であるので，
エンタングルメント・エントロビーは S rv log 2となります.詳しくは SLニ log2-
log {1 + (一1/3)L}となることが分かっています 112 これと VBS状態におけるスピン相


















る行列要素の数が全部あわせて 16となります.そこでサイト 1の右側スピンとサイト 2
の左側スピンがシングレットを組むような行列を探すと
(-!日)一|の/一|↓↑)一|川 |↓) 1川↑)1↑) 1川一川i i( 〉254)




(0 0¥ .+1 (0 0¥ .1+ (-1 0¥ .11 (0 -1¥ A↑=(i，A↑i=:{i，Ai↑={トAU= (~ -~~) (255) 
¥10J'-- ¥OlJ'-- ¥ 0 OJ'-- ¥0 0 J 
と取り，波動関数を






























び|句12= 0となるため， Sf(T>丸)= 0が得られます.一方，超伝導ギ、ヤツプが大きい極限















充填率がν=11m (m> 1)の場合， La仙，t川ugゆhlin凶 波動関数は
似似川山(υ仇川Z列1 (262) 
一会叫αzT坤 XP{廿12+ IZ212 (263) 
一三玄/ρ2叫 α似何mz苧「一→~吟kZ勺;トい一づz材材?W4寸一k恥)μe叶x
と表わされます.ここで z=x+旬は二次元座標を表わします.一粒子の基底
fAz)=」百九p( _~lzI2) (265) 
vπ:.:=，.，.Lnl ¥せ/











Particle partitioning entropy (N粒子.v = 1) 初めに充填率が ν=1の場合の
Laughlin波動関数について考えます:








で定義されています (α=0， 1，…ぅn-1) . 













Sk，n =ーか(Pk，nlog Pk，n) = log(nCk) (275) 
エントロピーの最大値は k=η/2のときで，n→∞の場合には Sk，n三S(n/2)，nI"V n log 2 
と評価できます(logn! I"V n log n -n， particle partitioningには直接的に topological
entanglement entropyが現れることはないようなので注意).従って半分の系に対する
Hilbert空間の有効次元は O(nn/2)ではなくて高々 O(2n)ということが分かります.
Laughlin関数 (N粒子， ν=1)の MPS表現 ν=1の Laughlin波動関数はー粒子
軌道{仇j(Zj)}に対して MPSで表わすことができます(二次元的な TPSではないこと
に注意して下さい).初めに χ×χ行列A7zを導入して，
宙札バ山山仏(υ仇z勾九川1わ，Z勾2，..，グ品川z九ωηn)=よ守 デ か削叫(μA冴?lA々;r2 A勾々附~n)つ陥ゆ仇九α向山1
〉η! ム-d O 
という関数形を仮定します.これは間接的な議論かもしれませんが， Laughlin状態と VBS
状態は類似性が認められるので，今の場合には空間二次元系であっても TPSではなくて





{γへ'l}= 2dab (277) 





，5 = (-it/2γO. .・，n-l
として空間一様行列+境界演算子
A~i = Jγα包 i=1，2，. n-1
守 lγai'5 i =η 
を導入すれば















tr(γαiγαj ・・・ 7αA75)tT(γα?γα2 ・・・ γa~'5)ゆα~+α?(Z1)ゆα~+α~(Z2) ・・・仇~+α~(zn) (282) 
に対して
tr(γα174 ・・・ 74γ5)tr(γ474 ・・・ ，a~'5) = tr( (γα1874)(74874)・ (γ5⑧γ'5) (283) 
を得ます.γ③γの次元は χ2となるので，一般の m に対する Laughlin関数の MPS表現
では，行列次元がχmとなることが分かります.但しスピン m/2の既約表現に分解する








|ψ) = L:C(T吋 82.•• TSm . . )18182' . . 8m " .) 
{Sj} 



































加させることが出来ます.その例として rTreeTensor Network (TTN)Jがあります
125，126. またテンソル積波動関数の最も進化した形態が「マルチスケール・エンタングル













7.1 Tree Tensor Network (TTN)による階層的テンソルネットワー
クの構成:実空間繰り込みの視点回復
Tree Tensor Network rテンソル積を階層的にする」ということはどのような意味か
をまずは確認しましょう.これまで行ってきたことは，一般的な波動関数











































図 17:サイト jにおける isometory的の最適化に直結するネットワーク:(a)余分な





E({ωj}) = (宙({ω'j})1H I宙({ω'j}) (288) 
を最小にする{町}の組を探すことが目的です.基本的には MPS，TPSと同様，或るサ



























































す 136. それを理解するために， MERAのネットワークを図 19のように表わしましょう.








ds2 = ;2(dz2 + dx2) 
から出発し，z =αr/LL (但し αは任意の定数)と変換し
(290) 
ds2 = {d(71ogα)}2+(α-r/Ldx)2 (291) 
を導入します.この計量と図 19を比較しましょう.この場合は α=2と取ることに対応
します.先ず式 (291)において， 7 = 0の層から 7= 1 (7方向の長さのユニットは L)
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(T = 0)はCFTの性質を備えることになります.このようにして， MERAが臨界系の
計算に向いているということは， AdS/CFT対応から裏図けられます.
エンタングルメント・エントロビーの計算について考えましょう.既に勉強したように，













































































































両ニ会|1 1 -2 1 1 1 ，V2 =花 ，V3 =克 1 (299) 
1 1 1 
となります.以上の固有値及び固有ベクトルから，














































































図21:松枝居室の雑然とした風景:左上から右下にかけて m= 384( original)， 40， 20ぅ10，2，1












右下から左上にかけて m= 618 (original)， 16，8，4，2，1 
g 
CI) 
も 12345 よ常 1 2 3 
logm logm 
図 24:色々な画像のエンタングルメント・エントロビー:(a) 0シマウマ (425x 640) ， 
ム車 (512x 512) ，マ松枝居室 (512x 384) ，口猫 (398x 342) ; (b) X花 (640x 425) ， 









512 x 384であるということは，前述のように 384個の独立な固有ベクトルが存在するこ
とを意味します.掲載したパネルは，左上から右下にかけてTJn= 384，40，20，10，2，1とし
たものです.本稿で用いた画像圧縮の定義によれば，画像は実現確率の高い m 個の固有
































するために用いた図 19に戻ると，式 (291)においてどのような αを取っても良いとい






s=;c同 ((L+令 (2 (308) 
ここで α→ 0の極限を取ってエントロビー則を導出したのでした.特異値分解による画
像処理の場合，圧縮をかけても画像の総ピクセル数自体に変化はないので，システムサイ
ズLは不変で， 640 x 425ピクセルの画像であれば L= 425となります.今の場合繰り
込みでカットオフが粗視化されているので， mが小さい領域は α→ L/2に向かう流れで
あると見ることができます.このとき，対数の中の因子は 1に近づき，一方 αが小さく




(2α)2 m ー (310) 
で与えられると考えられます.これより，図 24で示されたエンタングルメント・エント
ロピーのスケーリングから c=lであることが推測されます.mに関する式は



























式 (308)に立ち戻って，例えばc= 1/2， m = {L +ゾL2ー (2α)2}/2α という可能性が
排除できるかどうか考えておくことは重要かと思われます.この場合は Isingユニパーサ
リテイ・クラスなので，系は Z2対称性を持つ必要があります.一方，量子系の双対空間で
ある二次元画像には Z2に関連する対称性がないので， c = 1/2という仮定は排除できる
と考えられます.他のユニタリ離散系列の場合も同様で， c = 1 -6/ p(p + 1)， P = 3ぅ4，5，…
と書いた場合，例えば画素の諾調数と p，或いは m とLの聞に適切な対応関係は認めら
れません.




































































































|ω) = Im~B 円 177 B ~J↑ 10) (312) 
は空間一次元系であればDynamicalDMRGで簡単に作ることが出来ます.この状態の環
境自由度 Bを縮約したシステム Aの密度行列





































































































/面積則 Z… 33lMm 
エンタングルメント・→特異値分解 DMRG I余剰次元|→1mage Process同
エントロピー ¥ ゐ
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